Домашнее задание по математике
6.04.2020
Тема «Векторы. Действия с векторами»
Векторы занимают особое место среди объектов, рассматриваемых в высшей математике, поскольку каждый вектор имеет не только числовое значение - длину, но и физическое и геометрическое - направленность. Вектор, представленный направленным отрезком, идущим от точки A к точке B, обозначается так: [image: https://function-x.ru/vectors/v01.gif]. 
[image: https://function-x.ru/image/vect_main.jpg]
Вектор - это вид представления точки, до которой требуется добраться из некоторой начальной точки. Например, трёхмерный вектор, как правило, записывается в виде (х, y, z). Говоря совсем просто, эти числа означают, как далеко требуется пройти в трёх различных направлениях, чтобы добраться до точки.
Пусть дан вектор. При этом x = 3 (правая рука указывает направо), y = 1 (левая рука указывает вперёд), z = 5 (под точкой стоит лестница, ведущая вверх). По этим данным вы найдёте точку, проходя 3 метра в направлении, указываемом правой рукой, затем 1 метр в направлении, указываемом левой рукой, а далее Вас ждёт лестница и, поднимаясь на 5 метров, Вы, наконец, окажетесь в искомой точке. 
Все остальные термины - это уточнения представленного выше объяснения, необходимые для различных операций над векторами, то есть, решения практических задач. Пройдёмся по этим более строгим определениям, останавливаясь на типичных задачах на векторы.

Физическими примерами векторных величин могут служить смещение материальной точки, двигающейся в пространстве, скорость и ускорение этой точки, а также действующая на неё сила.

[image: https://function-x.ru/image/vectors1.jpg]Геометрический вектор представлен в двумерном и трёхмерном пространстве в виде направленного отрезка, т.е. отрезка, у которого различают начало и конец. 
Если A - начало вектора, а B - его конец, то вектор обозначается символом [image: https://function-x.ru/vectors/v01.gif]или одной строчной буквой [image: https://function-x.ru/vectors/v02.gif]. На рисунке конец вектора указывается стрелкой (рис. 1)

Длиной (или модулем) геометрического вектора [image: https://function-x.ru/vectors/v01.gif]называется длина порождающего его отрезка [image: https://function-x.ru/vectors/v03.gif]

Два вектора называются равными, если они могут быть совмещены (при совпадении направлений) путём параллельного переноса, т.е. если они параллельны, направлены в одну и ту же сторону и имеют равные длины.

В физике часто рассматриваются закреплённые векторы, заданные точкой приложения, длиной и направлением. Если точка приложения вектора не имеет значения, то его можно переносить, сохраняя длину и направление в любую точку пространства. В этом случае вектор называется свободным. Мы договоримся рассматривать только свободные векторы.
[bookmark: paragraph2]Линейные операции над геометрическими векторами
[image: https://function-x.ru/image/vectors2.jpg]Умножение вектора на число
Произведением вектора[image: https://function-x.ru/vectors/v02.gif]на число[image: https://function-x.ru/vectors/v04.gif]называется вектор, получающийся из вектора [image: https://function-x.ru/vectors/v02.gif]растяжением (при[image: https://function-x.ru/vectors/v05.gif]) или сжатием (при [image: https://function-x.ru/vectors/v06.gif]) в [image: https://function-x.ru/vectors/v07.gif]раз, причём направление вектора [image: https://function-x.ru/vectors/v02.gif]сохраняется, если [image: https://function-x.ru/vectors/v08.gif], и меняется на противоположное, если [image: https://function-x.ru/vectors/v09.gif]. (Рис. 2)
Из определения следует, что векторы [image: https://function-x.ru/vectors/v02.gif]и [image: https://function-x.ru/vectors/v10.gif]= [image: https://function-x.ru/vectors/v11.gif]всегда расположены на одной или на параллельных прямых. Такие векторы называются коллинеарными. (Можно говорить также, что эти векторы параллельны, однако в векторной алгебре принято говорить "коллинеарны".) Справедливо и обратное утверждение: если векторы [image: https://function-x.ru/vectors/v02.gif]и [image: https://function-x.ru/vectors/v10.gif]коллинеарны, то они связаны отношением
[image: https://function-x.ru/vectors/v12.gif].   (1)
Следовательно, равенство (1) выражает условие коллинеарности двух векторов.
[image: https://function-x.ru/image/vectors3.jpg]




Вопросы:

1. Что называется вектором? Изображение вектора. Примеры.
2. Что называется скаляром? Примеры.
3. Чем отличаются векторные величины от скалярных?
4. Как производится сложение векторов?
5. Как производится вычитание векторов?
6. Что называют проекцией вектора?


7.04.2020
Тема «Координаты вектора. Скалярное произведение»
Скорость, сила, ускорение — векторы. Для них важно «сколько» и важно «куда». Например, ускорение свободного падения [image: http://ege-study.ru/materialy-ege/vektory-na-ege-po-matematike-v-zadache-v6-dejstviya-nad-vektorami/pict_vectors/26.png] направлено к поверхности Земли, а величина его равна 9,8 м/с2. Импульс, напряженность электрического поля, индукция магнитного поля — тоже векторные величины.
Вы помните, что физические величины обозначают буквами, латинскими или греческими. Стрелочка над буквой показывает, что величина является векторной:
[image: a]
Вот другой пример. 
Автомобиль движется из A в B. Конечный результат — его перемещение из точки A в точку B, то есть перемещение на вектор [image: http://ege-study.ru/materialy-ege/vektory-na-ege-po-matematike-v-zadache-v6-dejstviya-nad-vektorami/pict_vectors/04.png].
[image: http://ege-study.ru/materialy-ege/vektory-na-ege-po-matematike-v-zadache-v6-dejstviya-nad-vektorami/pict_vectors/09.png]
Теперь понятно, почему вектор — это направленный отрезок. Обратите внимание, конец вектора — там, где стрелочка. Длиной вектора называется длина этого отрезка. Обозначается: [image: http://ege-study.ru/materialy-ege/vektory-na-ege-po-matematike-v-zadache-v6-dejstviya-nad-vektorami/pict_vectors/05.png] или [image: http://ege-study.ru/materialy-ege/vektory-na-ege-po-matematike-v-zadache-v6-dejstviya-nad-vektorami/pict_vectors/06.png]
До сих пор мы работали со скалярными величинами, по правилам арифметики и элементарной алгебры. Векторы — новое понятие. Это другой класс математических объектов. Для них свои правила.
Когда-то мы и о числах ничего не знали. Знакомство с ними началось в младших классах. Оказалось, что числа можно сравнивать друг с другом, складывать, вычитать, умножать и делить. Мы узнали, что есть число единица и число ноль.
Теперь мы знакомимся с векторами.
Понятия «больше» и «меньше» для векторов не существует — ведь направления их могут быть разными. Сравнивать можно только длины векторов.
А вот понятие равенства для векторов есть.
Равными называются векторы, имеющие одинаковые длины и одинаковое направление. Это значит, что вектор можно перенести параллельно себе в любую точку плоскости.
Единичным называется вектор, длина которого равна 1. Нулевым — вектор, длина которого равна нулю, то есть его начало совпадает с концом.
Удобнее всего работать с векторами в прямоугольной системе координат — той самой, в которой рисуем графики функций. Каждой точке в системе координат соответствуют два числа — ее координаты по x и y, абсцисса и ордината.
Вектор также задается двумя координатами: [image: http://ege-study.ru/materialy-ege/vektory-na-ege-po-matematike-v-zadache-v6-dejstviya-nad-vektorami/pict_vectors/07.png]
Здесь в скобках записаны координаты вектора [image: http://ege-study.ru/materialy-ege/vektory-na-ege-po-matematike-v-zadache-v6-dejstviya-nad-vektorami/pict_vectors/01.png] — по x и по y.
Находятся они просто: координата конца вектора минус координата его начала.
[image: http://ege-study.ru/materialy-ege/vektory-na-ege-po-matematike-v-zadache-v6-dejstviya-nad-vektorami/pict_vectors/10.png]
Если координаты вектора заданы, его длина находится по формуле
[image: http://ege-study.ru/materialy-ege/vektory-na-ege-po-matematike-v-zadache-v6-dejstviya-nad-vektorami/pict_vectors/11.png]
4. Усвоение нового  материала (35 мин) 
Действия над векторами.
1) Сложение векторов.
Опр. 6. Суммой двух векторов [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-JnN6sL.png] и [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-niclwy.png] является диагональ параллелограмма, построенного на этих векторах, исходящая из общей точки их приложения (правило параллелограмма).
[image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-DHb0ll.png]
 Рис.1. 
Опр. 7. Суммой трех векторов [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-akS1kf.png], [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-sSP5LP.png], [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-2H543a.png] называется диагональ параллелепипеда, построенного на этих векторах (правило параллелепипеда).
Опр. 8. Если А, В, С – произвольные точки, то [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-tWdbLf.png] + [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-vyrKgN.png] = [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-0pdx3W.png] (правило треугольника).
[image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-RYf4bi.png] 
 рис.2 
 Свойства сложения.
1о. [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-jlHcma.png] + [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-t04SQx.png] = [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-d_zSKc.png] + [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-2tbfHS.png] (переместительный закон).
2о. [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-95M00A.png] + ([image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-t0awsk.png] + [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-fLOmI9.png]) = ([image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-Zwvu9m.png] + [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-opp2lR.png]) + [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-Ne09Nn.png] = ([image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-eZwIYA.png] + [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-4DLJu4.png]) + [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-USmDev.png] (сочетательный закон).
3о. [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-VxAz5j.png] + (–[image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-t2r0St.png]) + [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-3wnYvy.png].
2) Вычитание векторов.
Опр. 9. Под разностью векторов [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-L2w6dB.png] и [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-NNXKFU.png]понимают вектор [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-ld12n9.png] = [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-2txLhx.png] – [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-cqKzsH.png] такой, что [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-eCcBLm.png] + [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-lRUdRz.png] = [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-Oq9Lr4.png].
В параллелограмме – это другая диагональ СД (см.рис.1).
3) Умножение вектора на число.
Опр. 10. Произведением вектора [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-pU8Fmh.png]  на скаляр k называется вектор
[image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-_lmex_.png] = k[image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-_5rqQU.png] = [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-Chu7XM.png]k,
имеющий длину ka, и направление, которого:
1.     совпадает с направлением вектора [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-H4pXAG.png], если k > 0;
2.     противоположно направлению вектора [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-bD1Epq.png], если k < 0;
3.     произвольно, если k = 0.
Свойства умножения вектора на число.
1о. (k + l)[image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-Mt2MT3.png] = k[image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-l_W9It.png] + l[image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-RKe1Ot.png].
 k([image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-jxuCsV.png] + [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-iXZOba.png]) = k[image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-BU0l2d.png] + k[image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-ZWg1Y2.png].
2o. k(l[image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-qn8yaD.png]) = (kl)[image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-POuWKc.png].
3o. 1[image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-odfGnE.png] = [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-oWk1oM.png], (–1) [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-LhRqT9.png] = – [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-Nyf9UG.png], 0 [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-59BPnw.png] = [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-OFR4xK.png].
Свойства векторов.
Опр. 11. Два вектора [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-I_Wc2f.png] и [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-elUiLC.png] называются коллинеарными, если они расположены на параллельных прямых или на одной прямой.
Нулевой вектор [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-qsXJOV.png] коллинеарен любому вектору.
Теорема 1. Два ненулевых вектора [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-g2dPKz.png]  и [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-tNNTM9.png]коллинеарны,  когда они пропорциональны т.е.
[image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-rexQyX.png] = k[image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-O_Gerq.png], k – скаляр.
Опр. 12. Три вектора [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-TCD2uf.png], [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-Kl_K53.png], [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-bHIo_Z.png] называются компланарными, если они параллельны некоторой плоскости или лежат в ней.
Теорема 2. Три ненулевых вектора [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-tq88Bm.png], [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-_kooMJ.png], [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-WTiwjM.png] компланарны,  когда один из них является линейной комбинацией двух других, т.е.
[image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-svtznH.png] = k[image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-R0ZQ7z.png] + l[image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-2uCYGc.png], k ,l – скаляры.
Проекция вектора на ось.
Теорема 3. Проекция вектора [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-P0ujAp.png] на ось (направленная прямая) l равна произведению длины вектора [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-HVphTh.png] на косинус угла между направлением вектора и направлением оси, т.е. [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-4QqVJX.png]  = a  cos , ( = [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-I11X3k.png], l).
[image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-FSy25I.png]
  рис.3.
 2. КООРДИНАТЫ ВЕКТОРА
Опр. 13. Проекции вектора [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-T5ZkO9.png] на координатные оси Ох, Оу, Оz называются координатами вектора. Обозначение: [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-KV3eXQ.png]ax,ay, az.
Длина вектора: [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-q3MivX.png][image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-UijN_r.png]
Пример: Вычислить длину вектора [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-V5kCBI.png][image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-CfFiwe.png].
 Решение: [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-3xQ95n.png]
 Расстояние между точками [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-oSw1g0.png] и [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-9Pf9cv.png] вычисляется по формуле:[image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-SdPTX2.png][image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-5uq3TA.png].
 Пример: Найти расстояние между точками М (2,3,-1) и К (4,5,2).
[image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-Kxv8WE.png][image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-tNy88o.png]
Действия над векторами в координатной форме.
Даны векторы [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-Sxi867.png]=ax, ay, az и [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-zGeJ25.png]=bx, by, bz.
1.     ([image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-duHnFr.png]  [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-a6iQEU.png])=ax  bx, ay  by, az  bz.
2.     [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-agkRt8.png]=ax, ay, az, где  – скаляр.
 Скалярное произведение векторов.
Определение: Под скалярным произведением двух векторов [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-3Hp4zw.png] и [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-Vdz7fG.png]
понимается число, равное произведению длин этих векторов на косинус угла между ними, т.е. [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-k4eJ8c.png]=[image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-AeFrlb.png][image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-AfrCyK.png], [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-YjYjbv.png]  - угол между векторами [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-mzSMW_.png] и [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-Np18Rp.png]. 
 Свойства скалярного произведения:
1.     [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-x3WxHQ.png][image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-uTgUfQ.png]=[image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-hzA68C.png] [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-JX6z5n.png]
2.     ([image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-5X3O5E.png] + [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-_3iitt.png] ) [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-w9o_lp.png]=[image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-OVDjeG.png]
3.     [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-4eVSil.png]
4.     [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-ggqmYx.png]
5.     [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-bFKCSg.png], где [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-fS0Z49.png]  – скаляры.
6.     два вектора перпендикулярны (ортогональны), если  [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-eDcOEx.png].
7.     [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-DMV6Bd.png]тогда и только тогда, когда [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-_Pm1kV.png].
Скалярное произведение в координатной форме имеет вид: [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-om0kjh.png], где [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-fhMzSf.png] и [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-jFKKPR.png].
Пример: Найти скалярное произведение векторов [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-Xdxu33.png][image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-3FSWg5.png] и [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-1hFYnt.png]
Решение: [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-rqnpRw.png]
 Векторное проведение векторов.
Определение: Под векторным произведением двух векторов [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-QfW_jm.png] и [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-NSEv7N.png] понимается вектор, [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-DKAjjH.png] для которого:
-модуль равен площади параллелограмма, построенного на данных векторах, т.е. [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-CbIeII.png], где [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-IKDiMK.png]угол между векторами [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-9RfUfp.png] и [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-FH2434.png]
-этот вектор перпендикулярен перемножаемым векторам, т.е. [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-cxgEBs.png]
-если векторы [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-U_OSGK.png] неколлинеарны, то они образуют правую тройку векторов.
 Свойства векторного произведения:
1.При изменении порядка сомножителей векторное произведение меняет свой знак на обратный, сохраняя модуль, т.е. [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-ehiPdK.png]
2.Векторный квадрат равен нуль-вектору, т.е. [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-Tiow6y.png]
3.Скалярный множитель можно выносить за знак векторного произведения, т.е. [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-f9FTAO.png]
4.Для любых трех векторов [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-P3Z5fG.png]  справедливо равенство [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-sXJ28J.png]
5.Необходимое и достаточное условие коллинеарности двух векторов [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-QOaG5J.png] и [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-lUYU5B.png]: [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-M98Pf2.png]
 Векторное произведение в координатной форме.
 Если известны координаты векторов [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-gpx7sI.png] и [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-1vG1Q1.png], то их векторное произведение находится по формуле:
  [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-OKctFJ.png].
 Тогда из определения векторного произведения следует, что площадь параллелограмма, построенного на векторах [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-IByQCg.png] и [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-TrbZjN.png], вычисляется по формуле:
[image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-QVM1Jq.png]
Пример: Вычислить площадь треугольника с вершинами [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-7BA5DC.png](1;-1;2), [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-RBLoOn.png](5;-6;2), [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-KmGgfI.png](1;3;-1).
Решение: [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-WDYDEZ.png].
[image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-uAX05J.png], [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-BqAhsd.png], тогда площадь треугольника АВС будет вычисляться следующим образом:
[image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-iorHO7.png] ,
[image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-OwCPku.png][image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-B69ean.png]
 Смешанное произведение векторов.
Определение: Смешанным (векторно-скалярным) произведением векторов [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-i7Jq6F.png] называется число, определяемое по формуле: [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-QNxlGp.png].
 Свойства смешанного произведения:
1.Смешанное произведение не меняется при циклической  перестановке его сомножителей, т.е. [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-ioggYP.png].
2.При перестановке двух соседних сомножителей смешанное произведение меняет свой знак на противоположный, т.е. [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-27Ffwp.png].
3.Необходимое и достаточное условие компланарности трех векторов [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-ffMV8u.png]: [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-qZMofH.png]=0.
4.Смешанное произведение трех векторов равно объему параллелепипеда, построенного на этих векторах, взятому со знаком плюс, если эти векторы образуют правую тройку, и со знаком минус, если они образуют левую тройку, т.е. [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-d3EWVs.png].
 Если известны координаты векторов [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-dHD1jx.png], то смешанное произведение находится по формуле: [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-hiB9Kb.png]
Пример: Вычислить смешанное произведение векторов [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-gAvG0d.png].
Решение: [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-pBCQCO.png]
 3. Базис системы векторов.
 Определение. Под системой векторов понимают несколько векторов, принадлежащих одному и тому же пространствуR.
Замечание. Если система состоит из конечного числа векторов, то их обозначают одной и той же буквой с разными индексами.
Пример. [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-N8isik.png]
Определение. Любой вектор вида [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-_zG6jH.png] =[image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-Zxjttm.png] называется линейной комбинацией векторов [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-Gu8xVN.png]. Числа [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-AbW9I_.png] - коэффициентами линейной комбинации.
Пример. [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-0Qaweo.png].
Определение. Если вектор  [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-a_Yf5C.png] является линейной комбинацией векторов [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-UXcLDq.png], то говорят, что вектор [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-viAC6c.png] линейно выражается через векторы [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-ZBt5BX.png].
Определение. Система векторов называется линейно-независимой, если ни один вектор системы не может быть как линейная комбинация остальных векторов. В противном случае систему называют линейно-зависимой.
Пример. Система векторов [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-GPjWfz.png] линейно-зависима, т. к. вектор [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-2ZKYd6.png].
Определение базиса. Система векторов образует базис, если:
1) она линейно-независима,
2) любой вектор пространства через нее линейно выражается.
Пример 1. Базис пространства [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-5SNxB3.png]: [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-h6s4Db.png].
 2. В системе векторов [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-eV3v60.png]  базисом являются векторы: [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-sgZZZg.png], т.к. [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-fdoJ5V.png]линейно выражается через векторы [image: http://www.studfiles.ru/html/2706/758/html_ssnE2FKXKZ.spEq/img-oDl3KY.png].
Замечание. Чтобы найти базис данной системы векторов необходимо:
1)     записать координаты векторов в матрицу,
2)    с помощью элементарных преобразований привести матрицу к треугольному виду,
3)     ненулевые строки матрицы будут являться базисом системы,
4)    количество векторов в базисе равно рангу матрицы. 
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Практическая работа 
Выполнение действий над векторами

Цель работы: закрепить умения выполнять действия над векторами
Содержание работы. 
Основные понятия.
1  Вектором называется отрезок, у которого указано, какой из концов является началом, а какой – концом (направленный отрезок), обозначается , , где  - начало вектора, - конец.
2  Векторы называются коллинеарными, если они расположены на одной или параллельных прямых. 

3  Векторы называются ортогональными, если угол между ними .




4  Векторы можно складывать ( по правилам треугольника и параллелограмма), можно умножать на число:                  ;    .

5  Необходимое и достаточное условие коллинеарности векторов:    
6  Модуль вектора    равен   



7  Если заданы начало   и конец  вектора   , то его координаты и длина  находятся следующим образом:


 ;      .
8  Скалярным произведением векторов называется число, равное произведению длин этих векторов на косинус угла между ними


9  

10  Необходимое и достаточное условие ортогональности векторов: .
11  Проекция вектора на направление:  
Задание

1  Найти линейную комбинацию векторов 

2  Найти длины векторов 

3  Найти косинусы углов между векторами 

4  Найти Найти 

5  Найти 


6  Выяснить, коллинеарны ли векторы  и 


7  Выяснить, ортогональны ли векторы  и 
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9.04.2020
Тема «коллинеарные и компланарные векторы»
Понятие вектора.

При первом знакомстве с геометрией мы выясняли, какие геометрические фигуры являются простейшими. К ним относились: точка, прямая и отрезок. Отрезок, как нам уже известно, это часть прямой, ограниченная двумя точками. Эти точки мы называли концами отрезка. Отрезки обозначаются двумя заглавными латинскими буквами, причём не важно, какой из двух концов мы называем первым.
     Рассмотрим такую ситуацию. Я купила в магазине муку и, поместив её в пакет, отправилась по прямой к остановке автобуса. По случайному стечению обстоятельств упаковка с мукой оказалась надорвана и пакет имел дырку. В результате весь мой путь от магазина до остановки был прочерчен просыпавшейся мукой. Получился такой белый отрезок. Но это ведь не простой отрезок, поскольку я шла только в одну сторону! Этот отрезок имел направление: от магазина до остановки. Вот такие направленные отрезки и называются векторами.

Определение. Вектором называется направленный отрезок, построенный по двум точкам, одна из которых считается началом, а другая – концом.
[image: ]





На рисунке представлен векторс началом в точке  иконцом в точке . Обозначается он так: . Его уже нельзя обозначить , поскольку точка  перемещается в точку , а не наоборот. Также, вектор можно обозначать одной маленькой буквой со стрелкой над ней , тогда на рисунке она располагается между началом и концомвектора.
     Вектор, также как и отрезок, имеет длину. 
Определение. Длиной вектораназывается расстояние между его началом и концом. Другими словами, это длина отрезка, составляющего данный вектор. 
Обозначается длина вектора так: или . О нахождении длины вектора поговорим позже.
     Если конец вектора совпадает с его началом, то вектор называется нулевым, т.е. его длина равна нулю. Обозначается нулевой вектор так:  или .






1. Отметьте три точки . Сколько векторов с началом и концом в этих точках можно провести? Проиллюстрируйте свой ответ.
2. Проведите векторы . Какая геометрическая фигура у вас получилась?
3. Проведите вектор . Что вы можете сказать о длине этого вектора?
4. На прямой  отметьте два вектора с длинами 3 см и 1 см. Какие возможны варианты их расположения?
5. Начертите прямоугольник, проведите его диагонали. Отметьте все возможные векторы с началом и концом в видимых точках прямоугольника. Запишите их.
6. Начертите две параллельные прямые  и . На прямой отложите вектор , а на прямой  – вектор . Какие возможны варианты? Что вы можете сказать об этих векторах?
Равенство векторов.

Рассмотрим теперь задание 6 из предыдущей темы. На двух параллельных прямых должны быть расположены два вектора. Рассмотрим варианты.
1. [image: ]. Мы расположили эти векторы так, что они направлены в одну сторону. Такие векторы называются сонаправленными.


[image: ]
2. . Эти векторы мы расположили так, что они направлены в разные стороны. Такие векторы называются противоположно направленными.


Сонаправленные и противоположно направленные векторы составляют множество векторов, которое называется коллинеарными векторами.

Определение. Коллинеарныминазываются ненулевые векторы, лежащие на одной прямой или на параллельных прямых. 

Определение. Сонаправленныминазываются коллинеарные векторы,если их концы лежат по одну сторону от прямой, проходящей через их начала (направленные в одну сторону). Обозначаются так:   или  .

Определение. Противоположно направленныминазываются коллинеарные векторы, если их концы находятся по разные стороны от прямой, проходящей через их начала (направленные в разные стороны).Обозначаются так:  или .

     В рассмотренных случаях мы заметили, что коллинеарные векторы имели разные длины. Однако, они могут иметь и одинаковую длину. От этого условие коллинеарности не нарушается. Но появляется новая группа векторов.

Определение. Равныминазываются сонаправленные векторы, имеющие равные длины. Обозначаются так: .

[image: ]Значит, для того, чтобы векторы были равны, нужно, чтобы они лежали на параллельных прямых (или на одной прямой); были направлены в одну сторону и их длины должны быть равны.
На рисунке .


Откладывание вектора от данной точки.

Утверждение. От любой точки плоскости можно отложить вектор, равный данному и, притом, только один.
[image: ]

                        Дано: 
Доказать: . 


Доказательство.
1. Через точку  проведём прямую , параллельную вектору . В соответствии с аксиомой IX  планиметрии, такая прямая единственная. 
2. На прямой  от точки  можно отложить два отрезка и  одинаковой длины, равной длине вектора . Так как они отложены в разные стороны от точки , то векторы  и противоположно направленные. 
3. По определению равных векторов .
4. Для доказательства единственности такого вектора, предположим, что существует ещё один вектор с началом в точке , равный вектору . Пусть это будет вектор 
5. Так как , то по определению равных векторов, они лежат на параллельных прямых. Значит, через точку  проходят две прямые  и, параллельные вектору . А это противоречит аксиоме IX. 
6. Мы пришли к противоречию потому, что сделали неправильное предположение. Значит, вектор  единственный, ч.т.д.
[image: ]
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