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Тема. Понятие о производной функции. Физический смысл производной. Общий метод нахождения производной.

Так как в практических приложениях обычно интересует не только сама функция, но и скорость ее изменения, то производная, будучи характеристикой скорости изменения, функции, имеет самые широкие практические применения в вопросах физики, химии, геометрии и т.д. Так, например: сила тока есть производная , где - положительный электрический заряд, переносимый через сечение проводника за время .Примеры задач, в которых используют производную в различных дисциплинах специальности «Электроэнергетика и электротехника».
Количество электричества, протекающее через проводник, начиная с момента времени =0, задается формулой Определить силу тока в конце 6-й секунды.
Для нахождения силы тока используем известные формулы. Сила тока есть производная количества электричества по времени: следовательно, нужно найти производную функции и вычислить ее значение при t=6c. Имеем , откуда при получим (A).Задача о мгновенной величине тока. Обозначим через q = q(t)количество электричества,протекающее через поперечное сечение проводника за время t.
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На станции метро расстояние от тормозной метки до первого вагона равно 80м. с какой скоростью поезд должен подойти к тормозной отметке, если дальше он двигается равнозамедленно с ускорением 1,6 м/с2.
 (
80 м                       
v
)Решение.



 (
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вагон      а = 1
,6
 м\с
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)


Тормозной путь вычисляется по формуле .


По формуле v = at находим мгновенную скорость v = 1,6 ∙ 10 = 16 м\с.
От мгновенной скорости зависит решение многих задач.
- Приведите примеры (От скорости вхождения в воду спортсмена зависит глубина его погружения; от скорости запуска спутника зависит выход его на орбиту).
- Рассмотрим как связаны между собой средняя и мгновенная скорости.
Пусть точка движется вдоль прямой и за время t проходит путь s(t).

Зафиксируем какой-нибудь момент времени t1 и рассмотрим промежуток времени от t до t1: .
За время от tдо t + hточка прошла путь длиной S(t + h) – S(t).

Средняя скорость движения точки за этот промежуток времени равна отношению .
- Если мы будем уменьшать время h, что будет происходить со скоростью?
При уменьшении времени h это отношение приближается к некоторому числу, которое называется мгновенной скоростью в момент времени t.

Таким образом, .
Механический смысл производной: мгновенная скорость прямолинейного движения материальной точки в любой момент времени t есть производная от пути s по времени t.

.

Пример 1. Найти мгновенную скорость движения точки в момент времени t = 10 сот начала движения, если она движется по закону .




 (
y=f(x)
x
0
f(
x)=f(x
0
+∆x)
f(
x
0
)
∆
x
∆
f
x
y
x
)Приращение функции и приращение аргумента.
Дана функция f(x). Пусть х0 фиксированная точка, f(x0) – значение функции в точке х0. В окрестности точки х0 возьмем точку х. расстояние между точками х и х0 обозначим ∆х. Оно называется приращением аргумента и равно разности между х и х0.
∆х = х - х0 – приращение аргумента
Первоначальное значение аргумента получило приращение ∆х, и новое значение х равно х0 + ∆х. Функция f(x) тоже примет новое значение: f(х0+∆х). Т.е. значение функции изменилось на величину f(x) – f(х0) = f(х0+∆х) – f(х0), которая называется приращением функции, и обозначается ∆f.
∆f =  f(х0+∆х) – f(х0) – приращение функции
∆f =  f(х) – f(х0)
Определение.Производной функции f в точке х0 называется предел отношения приращения функции к приращению аргумента при последнем стремящимся к нулю:




Производная обозначается .
Если функция имеет производную в точке x, то эта функция называется дифференцируемой в этой точке.
Операция нахождения производной называется дифференцированием.

Пример 2. Найти производную функции .





Перепишем производную в другом виде .
Алгоритм определения производной
1. Вычислить приращение функции ∆f =  f(х+∆х) – f(х).
2. 
Найти скорость изменения функции .
3. 
Найти предел отношения .
4. 
Это и будет производная функции .
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Вопросы.
0. Что называется мгновенной скоростью движения точки?
0. Как найти мгновенную скорость движения точки, если известен закон движения?
0. Что называется производной функции?
4. В чем заключается физический смысл производной?
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Вариант №1
Используя таблицу производных основных элементарных функций и правила дифференцирования, найти производные указанных функций. 
	
1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 


	
8. 


9. 


10. 
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Производная функции f(х)=х9,мы знаем чтоf′(х)=9х8.Теперь мы рассмотрим пример нахождения функции, производная которой известна.
Допустим дана производнаяf′(х)=6х5. Используя знания о производной мы можем определить что это производная функции f(х)=х6. Функцию которую можно определить по ее производной называют первообразной.(Дать определение первообразной. ( слайд 3))

 Определение 1: Функция F(x)называется первообразной для функции f(x) на отрезке [a;b], есливо  всех точках этого отрезка выполняется равенство  = f(x)
Пример 1 (слайд 4): Докажем что для любого хϵ(-∞;+∞) функция F(x)=х5-5х является первообразной для функцииf(х)=5х4-5.
Доказательство: Используя определение первообразной, найдем производную функции 

=( х5-5х)′=( х5)′-(5х)′=5х4-5.
Пример 2 (слайд 5): Докажем что для любого хϵ(-∞;+∞) функция F(x)=неявляется первообразной для функцииf(х)=.
Доказать вместе со студентами на доске.
Мы знаем что нахождение производной называют дифференцированием. Нахождение функции по ее производной будем называть интегрированием. (Слайд 6). Целью интегрирования является нахождение всех первообразных данной функции.
Например: (слайд 7)
Основное свойство первообразной:
Теорема: Если F(x)- одна из первообразных для  функцииf(х) на промежутке Х, то множество всех первообразных этой функции определяется формулой  G(x)=F(x)+C, где С действительное число.
(Слайд 8) таблица первообразных
Три правила нахождения первообразных
Правило №1: Если F есть первообразная для функции f, а G – первообразная для g, то                F+G – есть первообразная для f+g. 
(F(x) + G(x))’ = F’(x) + G’(x) = f + g
Правило №2: Если F – первообразная для f, а k – постоянная, то функция kF –                         первообразная для kf. 
(kF)’ = kF’ = kf

Правило №3: Если F – первообразная для f, а k и b– постоянные (), то функция 

 - первообразная для f(kx+b).



История понятия интеграла тесно связана с задачами нахождения квадратур. Задачами о квадратуре той или иной плоской фигуры математики Древней Греции и Рима называли задачами, которые мы сейчас относим к задачам на вычисление площадей.Многие значительные достижения математиков Древней Греции в решении таких задач связаны с применением метода исчерпывания, предложенным ЕвдоксомКнидским. С помощью этого метода Евдокс доказал: 
1. Площади двух кругов относятся как квадраты их диаметров.
2. Объём конуса равен 1/3 объёма цилиндра, имеющего такие же высоту и основание.
Метод Евдоксабыл усовершенствован Архимедом и были доказаны такие вещи:
1. Вывод формулы площади круга.
2. Объем шара равен 2/3 объема цилиндра.
Все достижения были доказаны великими математиками с применением интегралов.
	Вернемся к теореме 1 и выведем новое определение.
Определение 2:  Выражение F(x) + C, где C - произвольная постоянная, называют неопределенным интегралом и обозначают символом 


   Из определения имеем:

             (1)
   Неопределенный интеграл функцииf(x), таким образом, представляет собой множество всех первообразных функций дляf(x).
    В равенстве (1) функциюf(x) называется подынтегральной функцией, а выражение f(x)dx– подынтегральным выражением, переменную x – переменной интегрирования, слагаемое C - постоянной интегрирования.
    Интегрирование представляет собой операцию, обратную дифференцированию. Для того чтобы проверить, правильно ли выполнено интегрирование, достаточно продифференцировать результат и получить при этом подынтегральную функцию.
 Свойства неопределенного интеграла.
   Опираясь на определение первообразной, легко доказать следующие свойства неопределенного интеграла
1. 

Производная от неопределенного интеграла равна подынтегральной функции, то есть если  = f(x), то 
2. Дифференциал от неопределенного интеграла равен подынтегральному выражению


3. Неопределенный интеграл от дифференциала некоторой функции равен этой функции плюс произвольная постоянная


4. Неопределенный интеграл от алгебраической суммы двух или нескольких функций равен алгебраической сумме их интегралов


5. Постоянный множитель можно выносить за знак интеграла, то есть если a=const, то 




	4.    Таблица простейших интегралов



1. ,(n-1)                                                             2. 


3.                                                                            4. 


5.                                                                        6. 
    Интегралы, содержащиеся в этой таблице, принято называть табличными. Отметим частный случай формулы 1:



    Приведем еще одну очевидную формулу:

,
    т. е. первообразная от функции, тождественно равной нулю, есть постоянная.


	
Найти общий вид первообразной:

а) f (х) = 4х + 1
б) f (х) = 3х2 + 2х - 1
в) f (х) = 2 cosx – 3 sinx

г) f (х) = - 5х3 - 7х + 5

	
Найти общий вид первообразной:

а) f (х) = 4х5 + 2х2 + 3
б) f (х) = х2+ 3х + 2
в) f (х) = sinx – 2 cosx

г) f (х) = 8х3 - 


	
Вычислить интеграл

а)  ∫ sinxdx

б)dx / х3

в)  (х2+ 2х + 1) dx

г)  (х2+ 3) dx

д) cosxdx

	
Вычислить интеграл


а) dx / sin2x

б)dx / х4

в)  (2х + х3) dx

г) dx / соs²x

д)  (х2+ 2) dx
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	Самостоятельная работа
Вычисление интегралов. Нахождение площади криволинейной трапеции
Вариант 1
1. Вычислите неопределенные интегралы:


2. Вычислите определенные интегралы:


3. Найдите площадь фигуры, ограниченной линиями 
4. вычислить путь, пройденный за 4 с со скоростью 
	Самостоятельная работа
Вычисление интегралов. Нахождение площади криволинейной трапеции
Вариант 2
1. Вычислите неопределенные интегралы:


2. Вычислите определенные интегралы:


3. Найдите площадь фигуры, ограниченнойлиниями 
4.  вычислить путь, пройденный за 2 с со скоростью 
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Mexanuueckuii cmoica npou3soodHol

1°. Jlas 3aJaHHOrO 3aKOHA MIBHXKEHHS TOUYKH §==5 ({) BBIUHCJIHTE

CPEIHIOI CKOPOCTb U,, Ha YKa3aHHbIX OTpPe3Kax BpPeMeHH:
1) s (t)=3t—1, [0; 1] [0; 5], [—3; 3] [ti; t2);

2) ()—t2+3t [ 1, [—1; 1] [2; 5] [t ta]:
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[Ipupawenue apeymenta u npupawerue PyrHKyuu

15°. Ias yHkuuu y=x>—x Halinute Ay, eciu:

1) x=1,5u Ax=2,5;
2) x=1,5u Ax=3,5;
3) x=4 u Ax=3.
16°. Hafinure %’ eCJIU:
1) y=ax’+bx; 2) y=ax®; 3) y=x-|—%.
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Boituucaenue npou3soOHoli no onpedeseHuro

21°. Ucnoab3ysi cxeMy BBbIUHCJIEHHSI MPOM3BONHOH, HaliHMTEe MpPOU3-
BOJAHbIE CJEAYIOLUIUX (PYHKLHH:
1) y=2x>4+3x; 2) y=2x° 3) y=x+x; 4) y=—i—°

’

1
5) y=—7; 6) y=;17: N y=r5 8) y=—33

x2;

9 y=Vr  10) y=iFT 1) y=35  12) y=3"
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[IpeacraBum cebGe, uTO Mbl OTIpaBJAsiEMCA B aBTOMOOHJIbHYIO
noe3faky. Caasicb B MalmHHy, MOCMOTPHM HAa CUYETYHK KHJOMETpaxKa.
Tenepp B /1000 MOMEHT BpeMEeHH Mbl CMOXEM OlNpeneaHTb
MyTh, NPOHJAEeHHbIA MawHHo#i. CKOPOCTb ABHXKEHHUA MBI y3HaeMm IO
cnuagomerpy. TakuMm oO6pa3oM, ¢ HALUHM JBHKE€HHEM (KaK H C JABHXKe-
HHeM J1I000H MaTepHalbHOH TOUKH) CBSI3aHbl [Be BEJHUYHHBl — MYyThb S U
CKOPOCTb U, KOTOpbl€ SIBJAAIOTCA (PYHKUHSAMH BPEMEHH [.

jIcHO, uTo NMyTb H CKOPOCTb CBsI3aHbl MexXAy coboil. B KoHue
XVII B. Beaukuit aHrmiuickui yueHoli Hcaak HbloToH oTKpbiz
obuiui crnoco6 onvcaHusi 3tod cBsA3H. OTkpoiTHe HbloTOHa crano
MOBOPOTHLIM MYHKTOM B HCTOPHH ecTeCcTBO3HaHHs. OKa3ajocCb, 4TO
CBSI3b MeXAY KOJHUYECTBEHHbIMH XapPAaKTE€PHCTHKAMHU CaMBbIX Pa3J/iHy-
HbIX MPOLECCoB, UCCAeayeMbiX (PHU3UKOH, XUMHEH, OUOJIoTHEeH, TeXHH-
YeCKHMH HayKaMH, aHa/JIOTHYHAa CBA3H MeXAYy NMYyTEM H CKOPOCThIO.

OCHOBHbBIMH MaTeMaTHYECKUMH MOHATHSIMH, BbIPpAXKAIOLIUMH 3Ty
CBfi3b, SABJSIOTCA NPOM3BOAHAsA W HHTerpan. Kak Bbol ybeaurtech B
NaJibHeHLlIeM, CKOPOCTb — 3TO MPOU3BOAHASA MyTH, & MyThb — 3TO HH-
TerpaJjl OT CKOpPOCTH.

[TocrpoeHHass HbloToHOM Moaenb MexXxaHHYECKOro JBHXKEHHUS
OCTaeTCs CaMblM BaXXHbIM H MNPOCTbIM HCTOYHHKOM MaTe€MaTHYeCKOro
aHaJ/iM3a, W3yualoulero NpoH3BOAHYIO H ee cBoHCTBa. Bor mouemy Ha
BONPOC, UTO TAKOoe MPOH3BOAHASA, KOpoYe BCEro OTBETHTb TaK:

npou3600Has — 3T0 CKOPOCTb.

A uyto Takoe ckopocTb? OKasbiBaercs, OOBACHHTb 3TO He Tak
npocto. [IpouTHTe AuaJjsor MexAy BOAMUTE/JEM-XKEHLIHHOH H TMOJIH-
HeHCKUM, B3ATHIH H3 3HaMeHHThiX «®PeHHMaHOBCKHX JeKLUHH 10
(PH3HUKE»:

— Mapam, Bbl HapyLIHAU NpaBu/aa yAHYHOro ABHXKeHHUsA. Bhl exa-
JH co ckopocTbio 90 KHIOMeETpoB B uac.

— IlpocrtuTte, 3T0 HEeBo3MoKHO. Kak s Morsia npoexatb 90 KuJo-
MEeTPOB 3a 4ac, eCJHu 1 €1y BCero JHullb 7 MHUHYT!
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image2.png
— 31 umel0o B BHAy, MajaaM, uyto ecadH Obl Bbl mnpoposaxkaju
exaTb TakHM e o6pa3oM, To yepe3 yac Bnl 6bl npoexanu 90 kuJo-
METPOB.

— Ecau 66l g1 npoponxkana exaTtb, Kak exaJa, ellle yac, TO Ha-
Jetesa Obl Ha CTEHKY B KOHLE YJ/HIbi!

— Bamw cnugomerp nokassiBaa 90 KuaoMeTpPoOB B uac.

— Mot cnugomerp clioMaH H AaBHO He paGoTaer.

Kak BuauTe, NOJMIMLEHCKHHA He CMOT OO'bSICHUTD, UTO TaKOe CKOPOCTh
90 kM/u. A BHl cMOrJid 6H?

[TonpoGyiiTe 06bSACHHTb, UTO TAKOE CKOPOCTb PAaBHOMEPHOro JBH-
XKEHHSl U KaK ee MOXHO H3MepHTb.
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