Модуль числа – определение, обозначение и примеры
Сначала введем обозначение модуля числа. Модуль числа a будем записывать как [image: http://www.cleverstudents.ru/modulus/images/modulus_of_number/modulus_a.png], то есть, слева и справа от числа будем ставить вертикальные черточки, образующие знак модуля. Приведем пару примеров. Например, модуль целого числа −7 можно записать как [image: http://www.cleverstudents.ru/modulus/images/modulus_of_number/001.png]; модуль рационального числа 4,125 записывается как [image: http://www.cleverstudents.ru/modulus/images/modulus_of_number/002.png], а модуль иррационального числа [image: http://www.cleverstudents.ru/modulus/images/modulus_of_number/003.png] имеет запись вида [image: http://www.cleverstudents.ru/modulus/images/modulus_of_number/004.png].
Следующее определение модуля относится к действительным числам, а следовательно, и к натуральным числам, и к целым, и к рациональным, и к иррациональным числам, как к составляющим частям множества действительных чисел. О модуле комплексного числа мы поговорим в последнем пункте этой статьи.
Определение.
Модуль числа a – это либо само число a, если a – положительное число, либо число −a, противоположное числу a, если a – отрицательное число, либо 0, если a=0.
Озвученное определение модуля числа часто записывают в следующем виде [image: http://www.cleverstudents.ru/modulus/images/modulus_of_number/modulus_definition.png], эта запись означает, что [image: http://www.cleverstudents.ru/modulus/images/modulus_of_number/005.png], если a>0, [image: http://www.cleverstudents.ru/modulus/images/modulus_of_number/006.png], если a=0, и [image: http://www.cleverstudents.ru/modulus/images/modulus_of_number/007.png], если a<0.
Запись [image: http://www.cleverstudents.ru/modulus/images/modulus_of_number/modulus_definition.png] можно представить в более компактной форме [image: http://www.cleverstudents.ru/modulus/images/modulus_of_number/008.png]. Эта запись означает, что [image: http://www.cleverstudents.ru/modulus/images/modulus_of_number/005.png], если [image: http://www.cleverstudents.ru/modulus/images/modulus_of_number/009.png] (a больше или равно 0), и [image: http://www.cleverstudents.ru/modulus/images/modulus_of_number/007.png], если a<0.
Также имеет место и запись [image: http://www.cleverstudents.ru/modulus/images/modulus_of_number/010.png]. Здесь отдельно следует пояснить случай, когда a=0. В этом случае имеем [image: http://www.cleverstudents.ru/modulus/images/modulus_of_number/011.png], но −0=0, так как нуль считают числом, которое противоположно самому себе.
Приведем примеры нахождения модуля числа с помощью озвученного определения. Для примера найдем модули чисел 15 и [image: http://www.cleverstudents.ru/modulus/images/modulus_of_number/012.png]. Начнем с нахождения [image: http://www.cleverstudents.ru/modulus/images/modulus_of_number/013.png]. Так как число 15 – положительное, то его модуль по определению равен самому этому числу, то есть, [image: http://www.cleverstudents.ru/modulus/images/modulus_of_number/013_.png]. А чему равен модуль числа [image: http://www.cleverstudents.ru/modulus/images/modulus_of_number/012.png]? Так как [image: http://www.cleverstudents.ru/modulus/images/modulus_of_number/012.png] - отрицательное число, то его модуль равен числу, противоположному числу [image: http://www.cleverstudents.ru/modulus/images/modulus_of_number/012.png], то есть, числу [image: http://www.cleverstudents.ru/modulus/images/modulus_of_number/014.png]. Таким образом, [image: http://www.cleverstudents.ru/modulus/images/modulus_of_number/015.png].
В заключение этого пункта приведем один вывод, который очень удобно применять на практике при нахождении модуля числа. Из определения модуля числа следует, что модуль числа равен числу под знаком модуля без учета его знака, а из рассмотренных выше примеров это очень отчетливо видно. Озвученное утверждение объясняет, почему модуль числа называют еще абсолютной величиной числа. Так модуль числа и абсолютная величина числа – это одно и то же.
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Геометрически модуль числа можно интерпретировать как расстояние. Приведем определение модуля числа через расстояние.
Определение.
Модуль числа a – это расстояние от начала отсчета на координатной прямой до точки, соответствующей числу a.
[image: http://www.cleverstudents.ru/modulus/images/modulus_of_number/pict001.png]
Данное определение согласуется с определением модуля числа, данного в первом пункте. Поясним этот момент. Расстояние от начала отсчета до точки, которой соответствует положительное число, равно этому числу. Нулю соответствует начало отсчета, поэтому расстояние от начала отсчета до точки с координатой 0 равно нулю (не нужно откладывать ни одного единичного отрезка и ни одного отрезка, составляющего какую-нибудь долю единичного отрезка, чтобы от точки O попасть в точку с координатой 0). Расстояние от начала отсчета до точки с отрицательной координатой равно числу, противоположному координате данной точки, так как равно расстоянию от начала координат до точки, координатой которой является противоположное число.
Например, модуль числа 9 равен 9, так как расстояние от начала отсчета до точки с координатой 9 равно девяти. Приведем еще пример. Точка с координатой −3,25 находится от точки O на расстоянии 3,25, поэтому [image: http://www.cleverstudents.ru/modulus/images/modulus_of_number/016.png].
Озвученное определение модуля числа является частным случаем определения модуля разности двух чисел.
Определение.
Модуль разности двух чисел a и b равен расстоянию между точками координатной прямой с координатами a и b.
[image: http://www.cleverstudents.ru/modulus/images/modulus_of_number/pict002.png]
То есть, если даны точки на координатной прямой A(a) и B(b), то расстояние от точки A до точки B равно модулю разности чисел a и b. Если в качестве точки В взять точку O (начало отсчета), то мы получим определение модуля числа, приведенное в начале этого пункта.
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[bookmark: _GoBack]Свойства модуля
Модулю присущ ряд характерных результатов - свойства модуля. Сейчас мы приведем основные и наиболее часто используемые из них. При обосновании этих свойств мы будем опираться на определение модуля числа через расстояние.
· Начнем с самого очевидного свойства модуля – модуль числа не может быть отрицательным числом. В буквенном виде это свойство имеет запись вида [image: http://www.cleverstudents.ru/modulus/images/modulus_of_number/024.png] для любого числа a. Это свойство очень легко обосновать: модуль числа есть расстояние, а расстояние не может выражаться отрицательным числом.
· Переходим к следующему свойству модуля. Модуль числа равен нулю тогда и только тогда, когда это число есть нуль. Модуль нуля есть нуль по определению. Нулю соответствует начало отсчета, никакая другая точка на координатной прямой нулю не соответствует, так как каждому действительному числу поставлена в соответствие единственная точка на координатной прямой. По этой же причине любому числу, отличному от нуля, соответствует точка, отличная от начала отсчета. А расстояние от начала отсчета до любой точки, отличной от точки O, не равно нулю, так как расстояние между двумя точками равно нулю тогда и только тогда, когда эти точки совпадают. Приведенные рассуждения доказывают, что нулю равен лишь модуль нуля.
· Идем дальше. Противоположные числа имеют равные модули, то есть, [image: http://www.cleverstudents.ru/modulus/images/modulus_of_number/025.png] для любого числа a. Действительно, две точки накоординатной прямой, координатами которых являются противоположные числа, находятся на одинаковом расстоянии от начала отсчета, значит модули противоположных чисел равны.
· Следующее свойство модуля таково: модуль произведения двух чисел равен произведению модулей этих чисел, то есть, [image: http://www.cleverstudents.ru/modulus/images/modulus_of_number/026.png]. По определению модуль произведения чисел a и b равен либо a·b, если [image: http://www.cleverstudents.ru/modulus/images/modulus_of_number/027.png], либо −(a·b), если [image: http://www.cleverstudents.ru/modulus/images/modulus_of_number/028.png]. Из правил умножения действительных чисел следует, что произведение модулей чисел a и b равно либо a·b, [image: http://www.cleverstudents.ru/modulus/images/modulus_of_number/027.png], либо −(a·b) , если [image: http://www.cleverstudents.ru/modulus/images/modulus_of_number/028.png], что доказывает рассматриваемое свойство.
· Модуль частного от деления a на b равен частному от деления модуля числа a на модуль числа b, то есть, [image: http://www.cleverstudents.ru/modulus/images/modulus_of_number/029.png]. Обоснуем это свойство модуля. Так как частное [image: http://www.cleverstudents.ru/modulus/images/modulus_of_number/030.png] равно произведению [image: http://www.cleverstudents.ru/modulus/images/modulus_of_number/031.png], то [image: http://www.cleverstudents.ru/modulus/images/modulus_of_number/032.png]. В силу предыдущего свойства имеем [image: http://www.cleverstudents.ru/modulus/images/modulus_of_number/033.png]. Осталось лишь воспользоваться равенством [image: http://www.cleverstudents.ru/modulus/images/modulus_of_number/034.png], которое справедливо в силу определения модуля числа.
· Следующее свойство модуля записывается в виде неравенства: [image: http://www.cleverstudents.ru/modulus/images/modulus_of_number/035.png], a, b и c – произвольные действительные числа. Записанное неравенство представляет собой ни что иное как неравенство треугольника. Чтобы это стало понятно, возьмем точки A(a), B(b), C(c) на координатной прямой, и рассмотрим вырожденный треугольник АВС, у которого вершины лежат на одной прямой. По определению модуля разности [image: http://www.cleverstudents.ru/modulus/images/modulus_of_number/036.png] равен длине отрезка АВ, [image: http://www.cleverstudents.ru/modulus/images/modulus_of_number/037.png] - длине отрезка АС, а [image: http://www.cleverstudents.ru/modulus/images/modulus_of_number/038.png] - длине отрезка СВ. Так как длина любой стороны треугольника не превосходит сумму длин двух других сторон, то справедливо неравенство [image: http://www.cleverstudents.ru/modulus/images/modulus_of_number/039.png], следовательно, справедливо и неравенство [image: http://www.cleverstudents.ru/modulus/images/modulus_of_number/035.png].
· Только что доказанное неравенство намного чаще встречается в виде [image: http://www.cleverstudents.ru/modulus/images/modulus_of_number/040.png]. Записанное неравенство обычно рассматривают как отдельное свойство модуля с формулировкой: «Модуль суммы двух чисел не превосходит сумму модулей этих чисел». Но неравенство [image: http://www.cleverstudents.ru/modulus/images/modulus_of_number/040.png] напрямую следует из неравенства [image: http://www.cleverstudents.ru/modulus/images/modulus_of_number/035.png], если в нем вместо b положить −b, и принять c=0.
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