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Разложение вектора по двум неколлинеарным векторам.

Напомним, что коллинеарными называются векторы, лежащие на одной прямой или на параллельных прямых. Соответственно, неколлинеарными будут векторы, которые не лежат на одной прямой и не параллельны. 
     Любой вектор можно разложить (т.е. представить в виде суммы или разности)  по двум неколлинеарным векторам. Мы докажем такую теорему, но чуть позже. Сначала лемма.

ЛЕММА.Если векторы и коллинеарны и , то существует такое число , что .
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Дано:  ,  

Доказать: .


Доказательство.
     По условию, векторы  и  коллинеарны, значит, они либо лежат на одной прямой, либо на параллельных прямых. Доказательство для обоих случаев одинаково, поэтому рассмотрим второй из них. Коллинеарные векторы могут быть сонаправленными или противоположно направленными.
a) . Поскольку число  произвольное, то и выбрать мы его можем произвольным образом, например, . Правая часть состоит из частного модулей, значит, . Учитывая, что при умножении положительного числа на вектор, этот вектор своего направления не меняет, заключаем, что , и, значит, . 
     Посмотрим, какое соотношение имеют длины этих векторов. 

Итак, векторы  и  сонаправлены и равны по модулю, значит, эти векторы равны (по определению равных векторов), т.е. .

b). По аналогии с предыдущим объяснением, выбираем . Правая часть состоит из числа, противоположного частному модулей, значит, . Учитывая, что при умножении отрицательного числа на вектор, этот вектор меняет своё направление, заключаем, что , и, значит, . 
     Посмотрим, какое соотношение имеют длины этих векторов. 

Итак, векторы  и  сонаправлены и равны по модулю, значит, эти векторы равны (по определению равных векторов), т.е. .

Лемма доказана.

Определение. Вектор называется разложенным по двум неколлинеарным векторам и, если для любых чисел  ивыполняется равенство:

Числа  иназываются коэффициентами разложения.

ТЕОРЕМА. На плоскости любой вектор можно разложить по двум данным неколлинеарным векторам, причём коэффициенты разложения определяются единственным образом.
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Дано:  инеколлинеарны, 

    Доказать: 

[image: ]






Доказательство.
     Поскольку векторы и неколлинеарны, то в расположении трёх векторов возможны два случая: когда вектор  коллинеарен одному из векторов и; и когда вектор  неколлинеарен ни одному из векторов и.
a) коллинеарен вектору . Тогда, по лемме о коллинеарных векторах, существует такой коэффициент , что . Это равенство можно записать в виде суммы, в которой первое слагаемое равно нулю, т.е. . Формула доказана.

[image: ]b) неколлинеарен ни одному из векторов  и  . Тогда мы можем отложить все три вектора от некоторой точки , при этом, . От точки  проведём прямую, параллельную вектору . Эта прямая пересекает прямую, содержащую вектор , в точке . По правилу треугольника вектор является суммой векторов  и , т.е. . Вектор 
 коллинеарен вектору , значит, ; аналогично, вектор  коллинеарен вектору , значит, . Поэтому,
. В этом случае формула также доказана.
Предположим теперь не единственность существования коэффициентов  и, т.е. существуют такие числа и, что .Найдём разность двух равенств.


Т.к. векторы иненулевые, то последнее равенство будет выполняться только в том случае, когда  и , т.е. и. Значит, что коэффициенты  и разложения  единственные.
Теорема доказана.









Координаты вектора.

Введём понятие координат вектора. Для этого определим сначала понятие координатных векторов. По оси абсцисс направим единичный (т.е. с длиной, равной 1) вектор , а по оси ординат – единичный вектор . Эти векторы называются координатными. Т.к. они направлены по осям координат, то являются неколлинеарными. Поэтому любой другой вектор в координатной плоскости можно разложить по координатным векторам, т.е. представить в виде . 
[image: ]
    Приведём пример. На координатной плоскости отмечен вектор . От точки отложим вектор , а от точки  отложим вектор . По правилу треугольника, вектор  равен: . Значит, вектор 
 разложен по координатным векторам. Коэффициенты в этом разложении и есть координаты вектора: . 


Перечислим и проверим некоторые свойства действий с координатами векторов.
1) [image: ]Равные векторы имеют равные координаты.


На рисунке видно, что если векторы равны, то неважно в каком месте на координатной плоскости они располагаются. У них будет одинаковое разложение по координатным векторам, а значит, и равные координаты.







2) Каждая координата суммы (или разности) двух или более векторов равна сумме (или разности) соответствующих координат этих векторов.
Пусть даны два вектора и . Векторы  и  разложены по координатным векторам: , значит, имеет координаты . Аналогично, вектор  разложен по координатным векторам:  и имеет координаты . Найдём сумму (или разность) этих векторов. 
.
Значит, вектор суммы (или разности) имеет координаты, равные сумме (или разности) соответствующих координат данных векторов, т.е. .

3) Каждая координата произведения вектора на число равна произведению соответствующей координаты вектора на это число.
Пусть данвектор. Вектор разложен по координатным векторам: , значит, имеет координаты . Найдём произведение  вектора  на число . 

Значит, вектор  имеет координаты:  , т.е. при умножении вектора на число координаты данного вектора умножаются на это число.

1). Даны векторы и. Найдите координаты вектора .
Воспользуемся сначала правилом умножения вектора на число, а затем правилом сложения векторов.
.

2). Разложите вектор по векторам и.
Напомним, что разложить вектор по двум неколлинеарным векторам, это значит представить его в виде суммы (разности) данных векторов, или векторов, им коллинеарным, т.е. . Наша задача найти числа и. 
Вектор  имеет координаты , а вектор . Найдём их сумму: 
. Т.к. этот вектор суммы должен равняться вектору , то соответствующие координаты у них должны быть равны. Получаем систему уравнений:

Значит, вектор  раскладывается по векторам иследующим образом: .

3). При каком значении параметра векторы и коллинеарны?
Векторы  и  коллинеарны, если выполняется равенство . Тогда . Учитывая равенство, получаем систему уравнений:


Значит, при  векторы  и  коллинеарны. И правда, ,  . 



1. Отрезок  разделён на шесть равных частей. Найдите значение числового множителя в каждом равенстве:
	1) 
	2) 
	3) 
	4) 


[image: ]
2. В трапеции с основаниями сми см отмечены точки  – середины сторон  и  соответственно. Выразите вектор  через вектор: а) ;  б) .
3. В параллелограмма  точки и – середины стороны и . Выразите через векторы  и векторы: а) ;  б) ;  в) ;  г) .
4. Векторы инеколлинеарны. Найдите числа и, удовлетворяющие равенству:
	1) 
	2) 
	3) .


5. Докажите, что если векторы и неколлинеарны, то векторы итоже неколлинеарны.
6. [image: ]Отложите данные векторы от указанных точек.
	1) 
	2) 
	3) 

	4) 
	5) 
	6) 



7. Даны векторы и. Найдите координаты вектора .
8. Разложите вектор по векторам и.
9. Укажите координаты вектора .
10. Найдите значение , при котором векторы и  будут коллинеарны.
11. Найдите значение , при котором векторы и  будут коллинеарны.
[image: ]
12. Найдите координаты вектора , изображённого на рисунке.
13. Даны векторы . Найдите координаты вектора и постройте его.
14. Разложите вектор по векторам .
[image: ]
15. Найдите координаты вектора , изображённого на рисунке.

16. Даны векторы  и. Найдите координаты вектора .

17. На рисунке даны четыре вектора и. Для каждого вектора запишите его разложение по координатным векторам и определите их координаты.
18. [image: ]Найдите , если .
19. Разложите вектор по векторам и.
20. Найдите , если .
21. Даны векторы . Найдите .
22. При каком значении параметра векторы иколлинеарны?
23. [image: ]Разложите вектор по векторам и.
24. На рисунке – трапеция, у которой . Найдите, если возможно такое число , что: 
1) 
2) 
25. В треугольнике  точка  – середина стороны , а  – середина отрезка . Разложите вектор  по векторам и.
26. Запишите координаты векторов и.
27. На рисунке  – квадрат, . Разложитевектор по координатным векторам.
[image: ]
28. Даны два вектора  и .
1) Найдите координаты вектора .
2) Будут ли векторы  и  коллинеарными?
29. [image: ]На рисунке  – трапеция, у которой . Найдите, если это возможно, такое число , что:
1) 
2) 



30. В треугольнике  точка  – середина стороны , а точка – середина стороны . Разложите вектор по векторам и.
31. Запишите координаты векторов  и.
32. На рисунке  – квадрат, . Разложите вектор по координатным векторам.
33. [image: ]Даны два вектора и. 
1) Найдите координаты вектора .
2) Будут ли векторы  и  коллинеарными?
34. В трапеции  и – основания,  и пересекаются в точке , причём . Найдите, если возможно, такое число , что:
1) 
2) 
35. В параллелограмме , причём, . Разложите вектор  по векторам и.
36. [image: ]На рисунке . Разложите векторы и по координатным векторам.
37. Даны два вектора и.
1) Найдите координаты вектора .
2) Сонаправлены или противоположно направлены векторы и.
38. В треугольнике медианы и пересекаются в точке. Через точку  проведена прямая, параллельная  и пересекающая стороны  и в точках  и  соответственно. Найдите, если возможно, такое число , что:
1) 
2) 
39. В параллелограмме , причём, . Разложите вектор  по векторам  и.
40. [image: ]На рисунке . Разложите векторы ипо координатным векторам.
41. Даны два вектора и.
1) Найдите координаты вектора .
2) Сонаправлены или противоположно направлены векторы  и?
42. В треугольнике , причём, . Разложите вектор по векторам и.
43. В треугольнике и, причём, . Используя векторы, докажите, что .
44. Даны два вектора . Постройте вектор, равный сумме векторов  и . Какие координаты имеет этот вектор?
45. На рисунке треугольник  равносторонний со стороной, равной . Разложите векторы и  по координатным векторам  и, если  и – середины сторон  и соответственно.
[image: ]
46. Даны два вектора и. При каких значениях эти векторы будут коллинеарны?
47. В треугольнике , причём, . Разложите вектор  по векторам  и.
48. В параллелограмме , причём, . Используя векторы, докажите, что .
49. Даны два вектора . Постройте вектор, равный разности векторов  и . Какие координаты имеет этот вектор?
50. [image: ]На рисунке треугольник  равносторонний со стороной, равной . Разложите векторы и  по координатным векторам  и, если  и – середины сторон  и соответственно.

51. Даны два вектора и. При каких значениях эти векторы будут коллинеарны?
52. В треугольнике , причём, пересекает в точке . Найдите .
53. В трапеции , где и– основания, , причём, . Докажите, что если , то и .
54. [image: ]Даны векторы и. Найдите разложение вектора  по векторам и.
55. На рисунке . Разложите вектор  по координатным векторам.
56. Векторы и заданы своими координатами: . Найдите координаты вектора .
57. В треугольнике и пересекаются в точке , причём, . Найдите .
58. В параллелограмме , причём, . Докажите, что точки  лежат на одной прямой.
59. Даны векторы . Разложите вектор по векторам и .
60. [image: ]На рисунке . Разложите вектор  по координатным векторам.
61. Векторы  и  заданы своими координатами: . Найдите координаты вектора .
62. Даны векторы . Разложите вектор  по векторам и.
63. Даны векторы . Разложите вектор  по векторам и.
64. [image: ]Точка  – середина отрезка ; точка  не принадлежит прямой . Найдите коэффициенты соответственно  ив разложении  вектора по векторам и.
65. [image: ]Точка  лежит на отрезке  так, что . Точка не принадлежит прямой . Найдите коэффициенты соответственно  ив разложении  вектора по векторам и.
66. Векторы инеколлинеарны. Найдите все действительные значения , при которых векторы и коллинеарны.
67. Точка  не принадлежит прямой . Для точек  выполняется векторное равенство : . Какое утверждение является верным?
1) Точка  совпадает с одной из точек  и.
2) Точки илежат в разных полуплоскостях относительно прямой .
3) Точка  лежит на отрезке .
4) Точка  лежит на прямой , вне отрезка .
5) Точки илежат в одной полуплоскости относительно прямой .
68. Вектор  имеет координаты . Найдите координаты вектора , если вектор  имеет координаты .
69. Вектор имеет координаты , а вектор имеет координаты . Найдите координаты вектора .
70. [image: ]Диагонали параллелограмма  пересекаются в точке , точка  – середина отрезка . Найдите, если возможно, такое число , чтобы выполнялось равенство:
1) 
2) 
3) 



71. [image: ]В параллелограмме , изображённом на рисунке, и.
1) Разложите по векторам  ивекторы:  и .
2) Разложите вектор  по векторам:
1) и
2) и .

72. Векторы и неколлинеарны. Найдите числа и такие, что:
1) 
2) [image: ]
3) 
73. На рисунке изображены векторы.
1) Какой из данных векторов равен вектору ?
2) Напишите разложение вектора по координатным векторам.
3) Найдите координаты вектора .
4) Напишите, какой вектор имеет координаты .
5) Отложите от точки  вектор с координатами .

74. Выпишите координаты векторов: .
75. Разложите по координатным векторам векторы: 
1) 
2) 
3) 
76. Даны векторы . Найдите координаты векторов:
1) 
2) 
3) 
4) .
77. В прямоугольной системе координат постройте векторы:.
78. Найдите координаты векторов: , если .
79. Найдите координаты векторов: , если .
80. Векторы  и  коллинеарны. Найдите число .
81. Векторы  и  коллинеарны. Найдите число .
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KOILIMHEapHEMH?
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1. B rpaneunn ABCD AD u BC — ocuosanus, AC u BD ne-
pecexarorca B Touxe O, mpuaes AO : OC =3 : 1. Haitnu-
Te, eciIit BOIMONKHO, TaKOe MCIO K, UTO:

1) AD=kBC; 2) €O =kAC.

2. B napanzexorpasue ABCD M € CD, npusen CM : MD =
=3:2. Paoowmute Bextop DM mo sextopam AC=d u
DA=

c—2
1. Jokancure, wto nym, sagaromue v
BeKTOpHl d=1+] u b=1-], naa-

HMHO TIeDIeH /Ky IADHL.
2. Ha pueysxe 11 OA=OB=5,
OM =3 (AB | Ox). Paanoxure

sexcropst AB, OB u OA no oop-
AMHATHEIM BeKTOpAM [ M .

3. Jamst asa sextopa @ (-2; 4} u Puc. 11
515 3).
1) Haitaure Koopaumars: sextopa m = 2d — 3b.
2) CoHAUpAB/IeH! 1K NOTHEOONOAKHO HATIDARTEHE BEX-
ropst m u A {~14; —2)?




image18.png
c—1
1. B peyronpmmxe ABC memuans BE u CK mepecexaotea n
mouxe O. Uepes Touxy O MpoBefiena NpAMaz, NAPAILTeTD-
Has AC u mepecexasomas croporst AB u BC B Touxax P
u T. Halimure, ecti BOSMOXEO, TAKoe WMCTO K, UTO:

1) TP=kAC; 2) BO=kOE.
2. B napansenorpamme ABCD K € AB, npuyem AK KB =
=4:3. Pasnoxure sexrop KB no sextopam AD=m n

AC=n.

c—2

1. Jloxase, o nywu, sagaiomue
sexropss m=-i+j u n=i+],
BIAVMHO NeDNeH UKy IADHDL.

2. Ha pucynxe 18 OM = OP=17,
0K =8 (MP | Oy). Pasnomure
sexropst MP, OM u OP 10 xoop-
AumHaTHbI BexTOpaM i 1 J.

3. Hamst gea sextopa I{3; -2} u

P-4 1)
1) Haiigure KOOPAMHATH BEKTO-
paa=3[-2p.

2) Conanpanienst n npoTmuo-
HONOKHO HANDABIIOHE! BEKTODHI

dub{-34; 16y

Puc. 18
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1. B tpeyromsunke ABC E € BC, npuiem BE:EC=3:5.
Pasnosure sexrop AE o sextopam AB =a m AC =b.

2. B mpeyronbruke ABC D < AB u E ¢ BC, mpusten 50
BE_3
EC 2

. Henonsays sexropsr, goxaxute, uro DE | AC.

c—2

1. a=2i -8j, =1 +2j. Tocrpoire ¥
BexTop, paBHBIE CymMe Bexto-
pos @ u b. Kaxue xoopaumarst
Hveer aToT BexTOD?

2. Ha pucynxe 25 tpeyronsmix OAB
PABHOCTOPORHMI €O CTODOHOH,
paBHOi 4. Pasiomute BexTo.
pex OM u BN 10 x00pRusATHEM

o
sexropam i m j, ecnm M

u N — cepenunnt ctopon AB u Puc. 25
04.

3. @ {~1; 5}, b {m; 2). TIpu KaKuX SHAUCHMAX /M OTH BEKTOPHL
6yAYT KOMTHHEAPHBIMHU?




image20.png
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1. B tpeyroasuuxe MPO K € MP, upusem MK : KP=3:17.
Paguosxute sexrop OM 1o sextopam OK =m u OP = .

2. B mnapannenorpamme ABCD Ee AB, PeBC, TeCD,
M € AD, upuuem AE : EB= AM : MD=2:5uBP: PC=
=DT:TC=3:7. Vcuombays BeKTODH, AOKaiHTe, HTO
ME | PT.

c—2

1. m=3i-4j, 7=-50+6j. Tocrpoir-
Te BEKTOD, DABHBIN PA3HOCTH BEKTO- v

pos 7 u 7. Kakue KoOAMHATH HMe-
er oror nexTop?

2. Ha pucysxe 31 tpeyromomax OAB 4
DABHOCTODOHAMI CO CTOPOHOH, paB-

o m. Pagnoxcre mextopst AE m e
BF 1o xoopmunarii mextopam i

u j, ecnu F u E — cepepunst cto- v
Ppox OA u OB. o x

3. d (43 -3), & {m; 0). Tlpur xascmx oma- Prc. 31

WeHMAX M BeKTODH! @ W b KomTHHe-
aprm?
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2. B peyromsunke ABC E € BC u D e AC, npidem % = % u
ap_2
D=3

2. B tpanewan ABCD, rae AD u BC — ocropamns, M € AB
u NeCD, npusem MN | AD. Jloxanute, wro ecin
BN || MD, to u MC || AN.

]
1. Mamst 1pu sexropa @ (3; <1}, & (1; -2} n ¢ {-1; 7). Haiianre

pasiosenue sexTopa p =d +b +¢ no pextopam @ u b.
v

AE nepecexaer BD » Touxe O. Haiizure 22,

M

Pric. 38
2. Ha pucysie 38 AM = 5, MB = 12. Paonosure neirop AM
1o KoopATHaTHEIN BexTopaN | 1 .
3. Bextopst AB u CD ocajamsl CBOMMM KOODIMHATA-
wu: AB (3; 4), CD {-2; 1}. Haliaure xoopammats: pexto-
pa —AB +4DC.




image22.png
c—1
1. B rpeyromsruxe MET A < MT, B ET, AE u MB ne-
EO _ 4, MA

pecexaiotes B Touxe O, npmuen S0 = T A
EB

o £5.
BT

2. B napannexorpavme ABCD N € AC u M € AD, npwiem
AN :NC=1:5u AM : MD =1 : 4. Jloxasxute, 4T0 TOY-
ku B, N u M nexar Ha OfHO# NPAMOI.

c—2

1. Jamst tpu sextopa m {~1; 2), p (4; -2} u 7 (2; -3). Pasno-
JKHTe BeKTOD @ = m + 21 IO BeKTOPAM 7 ¥ .

v

- Haiigu-

a 0 I
Prc. 44
2. Ha pucynke 44 AB = BC =5, AC = 6, AF L BC. Paanoxu-
e BexTop KA 10 KOODAMHATHEIM BEKTOAM © 1 J.
3. Bexopst AB u CD ocanamst croMMH KOODAHHATA-
wur: AB (2; ~1), CD (3; 1). Haiiure xoopamuarst sexro-
pa 2BA + DC.
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Touxa B — cepeninia oTpeska MK 1ouka A He npuHAmIeHHT |

npANOH MEK. HallzuTe KoopOULHEHTS COOTSETCTBENHO % 1 y
% AM +y- AR wexropa AB o pexropay

pasnocennn A
AM u AK (puc. 4).
a
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Touxa M — xexut ua orpeae AB Tax, w10 AM : MB =4: 3.
Touxa P e npusanzesur npswoi AB. Haiizute kooduuen-
T8l coOTBOTCTBENRO X 1 y B pasnowenus PM = x-PA+y-PB

sextopa PM 1o sextopam PA u PB (puc. 5).
3,5 P

Pue.

Bexropss @ u 5 nexonmmeapust. Hafimure sce eliorsirens-
Hbe SHavewis ¥, TpH KOTOpHX BOKTOPH & = +(x+2)b u

d =xd+3b xonnmmeapHsL

1) -3u1
21

3 -3

) Taxonx smavennit ser
5 108

. Touxa P ne npagnexcut npsnoit AB. [lna tovex 4, B, P u M

sumonmaerca sexopuoe. pasescrso: P - 2 PA+2.PB.

Kaxoe yTBepczenye AnaeTes BepHLIM?

1) Touxa M cornaaser c oxsofi ua Toves A w B

2) Towcu P 1t M exar B pagmbix TOYRAGCKOCTAX OTHOCH
exsuo npAOl AB

3) Touxa M nexcur Ha otpeske AB

4) Touxa M aexcur na npawoit AB, swe orpesia AB

5) Touxu P M Jexat s onofi TIOTYIIOCKOCTH OTHOCHTETSHO
npaoit AB

LY

(]
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Jiwarosanu napaxnenorpamma ABCD
nepecexaiores  Touke M, Touxa H —
cepemuna orpeska AM. Halizure, ecu
970 BOIMONHO, TAKOR YHCAO K, WTOOH
umoamanocs panercrso: u) AN = kAC;
6) ME = kAG; 5) DM= £ AG.
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B napanrenorpamme ABCD, u306-

a
paxennon ma pucyuxe, MK|DC u
PT | DA.

1) Pasnoware mo sextopan a =DT x

= DA sextopu: a) DO; 6) DB.

2) Paanoxute mextop OB mo sexto-
paw: a) m = MO u ¢= OF; 6) m = MO u
W =A4D.
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) Kaxoif u3 JaHHX Ha PHCYHKe BeK-
T0poB pasen BexTopy 41 —2; 7

7
6) Hammmure paaowcenite Bexropa
oF Pl 4+
OF o xoopmunarasin sextopay { 1 J .
») Haftaure xoopasmars: vexcropa OA. 2 B
r) Hanumure, Kaxoff BEKTOp HMeeT
KoopamnaTh {—4; 2}. ) )
) Ornoscare or o O sexrop ¢ xo- | 4 | A0 i
opmumaras (2; ~4}.
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Orser.
P E— o7
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Bunmmute koopuumaTs sextopa: a)a =31 -5]; 6)b=1 +2;
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