Записать конспект на тему : Предел и непрерывность функции

Предел функции является обобщением понятия предела последовательности: изначально под пределом функции в точке понимали предел последовательности элементов области значений функции, составленной из образов точек последовательности элементов области определения функции, сходящейся к заданной точке (предел в которой рассматривается); если такой предел существует, то говорят, что функция сходится к указанному значению; если такого предела не существует, то говорят, что функция расходится.
Наиболее часто определение предела функции формулируют на языке окресностей. 
Определение предела функции в точке по Коши.Число b называется пределом функции у = f(x) при х, стремящемся к а (или в точке а), если для любого положительного числа  существует такое положительное число , что при всех х ≠ а, таких, что |x – a | < , выполняется неравенство | f(x) – a | <  .
Определение предела функции в точке по Гейне. Число b называется пределом функции у = f(x) при х, стремящемся к а (или в точке а), если для любой последовательности {xn}, сходящейся к а (стремящейся к а, имеющей пределом число а), причем ни при каком значении n хn ≠ а, последовательность {yn = f(xn)} сходится к b.
Данные определения предполагают, что функция у = f(x) определена в некоторой окрестности точки а, кроме, быть может, самой точки а.
Определения предела функции в точке по Коши и по Гейне эквивалентны: если число b служит пределом по одному из них, то это верно и по второму. Также из определения следует, что функция не может иметь разные пределы в одной точке.
Указанный предел обозначается так: .
Геометрически существование предела функции в точке по Коши означает, что для любого числа  > 0 можно указать на координатной плоскости такой прямоугольник с основанием 2 > 0, высотой 2 и центром в точке (а; b), что все точки графика данной функции на интервале (а– ; а + ), за исключением, быть может, точки М(а; f(а)), лежат в этом прямоугольнике – см. рис.:
[image: 1]
Теоремы о пределах: 
[image: ]
В общем случае решение пределов сводится к замене х числом или выражением а. [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image024.gif].




Решение упражнений: ;  ; ;  .
Введем правило 1: раскрытие неопределенностей вида . Чтобы раскрыть неопределенность вида  необходимо числитель и знаменатель дроби разложить на множители (с помощью формул сокращенного умножения, вынесением общего множителя, разложением квадратного трехчлена на множители) и сократить.
Пример. [image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image158_0000.gif]
Разложим числитель на множители.
[image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image160_0000.gif]
[image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image162_0000.gif]
[image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image164_0000.gif]
[image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image166_0000.gif]
[image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image168_0000.gif]
[image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image183.gif]
[image: http://mathprofi.ru/f/predely_primery_reshenii_clip_image185.gif]




Решение упражнений: ;  ; ;  .







Решение упражнений: ; ; ; ; ; ; .
Односторонние пределы
Символом обозначается левосторонний предел, в котором переменная x, приближаясь к a, принимает значения x<a. Соответствующий предел  называется левосторонним пределом функции f(x) в точке x=a. 

Аналогично, символом  обозначается правосторонний предел, в котором переменная x, приближаясь к a, принимает значения x>a. Соответствующий предел  называется правосторонним пределом функции f(x) в точке x=a. 

Отметим, что двусторонний предел limx→af(x) существуют лишь тогда, когда существуют оба односторонних предела, которые равны друг другу, то есть .  В этом случае .
Предел функции на бесконечности. 
Пусть задана функция у = f(x) с неограниченной сверху областью определения. Число b называется пределом данной функции при х, стремящемся к плюс бесконечности, если для любого числа существует такое положительное число М, что при всех значениях аргумента х из области определения, таких, что x > M, выполняется неравенство |f(x) – b| < e. Запись этого факта:.
Если область определения данной функции неограниченна снизу, то число b называется пределом данной функции при х, стремящемся к минус бесконечности, если для любого числа e < 0 существует такое положительное число М, что при всех значениях аргумента х из области определения, таких, что x < –M, выполняется неравенство |f(x) – b| < e. Записывается это так:.
[image: формула].
Следствие.
ЗНАЧЕНИЕ ПРЕДЕЛА ФУНКЦИИ В ТОЧКАХ НЕПРЕРЫВНОСТИ СОВПАДАЕТ СО ЗНАЧЕНИЕМ ФУНКЦИИ В ЭТИХ ТОЧКАХ.
Определение устранимого разрыва первого рода.
В точке [image: формула] функция имеет устранимый разрыв первого рода, если предел слева равен пределу справа, но они не равны значению функции в точке ,то есть [image: формула].
Определение неустранимого разрыва первого рода (точка скачка функции).
В точке [image: формула] функция имеет неустранимый разрыв первого рода, если пределы слева и справа НЕ равны, то есть [image: формула]. Точку [image: формула] в этом случае называют точкой скачка функции.

Определение разрыва второго рода (бесконечный разрыв).
В точке [image: формула] функция имеет разрыв второго рода, если либо предел слева [image: формула], либо предел справа [image: формула], не существует или бесконечен.
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1Y, 3BMYAMHO, IPHAMAIOTb 32 BU3HAYEHHs HermepepBHOCTI (yHKLLI B TouLli X .
flkio xq — TouKa pospuBy ¢yHKUii y = f (x) i icHye rpaHuus dyHkuii
" 1l TOYLI, TO PO3PHB HEBAXKO «YCYHyTH», mokaaBwh f(xy) = lim f(x).
XX
| cOMeTpHYHO Lle MOXHA 300pa3uTH Tak: Mmicas TOro, fiK 1o rpadika ¢yHKuii
upneanath Touky (xg; A), BiH cTaHe cyuinbHOK0 (Hepo3pHBHOW) JiHiEko.
Ile Bcsika dyHKLIS Mae nofiGHy BiaacTHBiCTb. Ik 6M MM He JOBH3HAuaJH
|y HKUio

I npu x>0
1w roqui x = 0, Bce ofHO BoHa Gyze pospuBHOW npH x = 0. Y upomy pasi Ka-

AyTh, WO QyHKUIA He Mae rpaHuui B Touui. OueBuaHo dynkuis G(x) = 1

y(x):{_1 mpu %<0, (puc. 41)

(puc. 9) Takox He Mae rpaHuui B Touwi x = 0.
DyHKLUIT, WO MalTh TPaHHLIO B TOYL, MalOTh i [esiKi BIAaCTMBOCTI Herlepeps-

HHX B ToulWi QyHKUIA. A came: akwo icnyome epanuyi Gynkuii y =
f (), y =g (x) 8 mouyi xy, mo icnyrome epanuyi ix cymu, dobymky i
“acmKu 8 Yill mouyli, npuULoOMy:
D lim (f(x)+ g(x)) = lim f(x)+ lim g(x);

2 lim f(x) g(x)= lim f(x)- lim g(x);
3) 'limokf(x)=k lim f(()x); b
x—=xg x=>xg
lim f(x)
5 f(t) _ XX 5
9 ,vl—l>n:0g(x) T lim g(x) (.vl—lp,:og(x“o)'
x—)xo

[HwmMu coBamu, epanuys cymu, dobymxky, wacmku dopisHioe 8i0n08id-

HO cymi, 00bYymKy, yacmuyi epanuyp.
Li Bnactusocti, a Takox piBHicTb (1) BHKOPHCTOBYIOTH, 3BMUAfiHO, IS

ob4ncieHHs rpaHuub. Hanpuknaz, ockinbki dyHKuUis y = x2 HelrepepBHa B

JNOBiNBHIH Touli Xg, To 3rigHo 3 (1) lim x% = xg. Mipkyloun aHasoriuso,

X—>Xg

nictaHemo lim ¢ =c¢, mge ¢ — poBinbHA cTana.
X—=Xq.
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