Понятие числового ряда

В общем виде числовой ряд можно записать так: [image: image1.png]


.
Здесь:
[image: image2.png]


– математический значок суммы;
[image: image3.png]


 – общий член ряда (запомните этот простой термин);
[image: image4.png]


 – переменная-«счётчик». Запись [image: image5.png]


обозначает, что проводится суммирование от 1 до «плюс бесконечности», то есть, сначала у нас [image: image6.png]


, затем [image: image7.png]


, потом [image: image8.png]


, и так далее – до бесконечности. Вместо переменной [image: image9.png]


 иногда используется переменная [image: image10.png]


 или [image: image11.png]


. Суммирование не обязательно начинается с единицы, в ряде случаев оно может начинаться с нуля [image: image12.png]


, с двойки [image: image13.png]


либо с любого натурального числа.

В соответствии с переменной-«счётчиком» любой ряд можно расписать развёрнуто:
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 – и так далее, до бесконечности.

Cлагаемые [image: image15.png]@, ay,a;, a4, ds,.



 – это ЧИСЛА, которые называются членами ряда. Если все они неотрицательны (больше либо равны нулю), то такой ряд называют положительным числовым рядом.

Пример 1
Записать первые три члена ряда
[image: image16.png]>(2n+D)
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Это уже, кстати, «боевое» задание – на практике довольно часто требуется записать несколько членов ряда.

Сначала [image: image17.png]


, тогда: [image: image18.png]2-14+1





Затем [image: image19.png]


, тогда: [image: image20.png]2.2+





Потом [image: image21.png]


, тогда: [image: image22.png]2.34





Процесс можно продолжить до бесконечности, но по условию требовалось написать первые три члена ряда, поэтому записываем ответ: [image: image23.png]Y @ntD=3+5+7+

o




Обратите внимание на принципиальное отличие от числовой последовательности,
в которой члены не суммируются, а рассматриваются как таковые.

Пример 2
Записать первые три члена ряда
[image: image24.png]



Это пример для самостоятельного решения, ответ в конце урока

Даже для сложного на первый взгляд ряда не составляет трудности расписать его в развернутом виде:

Пример 3
Записать первые три члена ряда
[image: image25.png]



На самом деле задание выполняется устно: мысленно подставляем в общий член ряда сначала [image: image26.png]


, потом [image: image27.png]


 и [image: image28.png]


. В итоге:
[image: image29.png]



Ответ оставляем в таком виде, полученные члены ряда лучше не упрощать, то есть не выполнять действия: [image: image30.png]vl

=



,  [image: image31.png]


, [image: image32.png]


. Почему? Ответ в виде [image: image33.png]


 гораздо проще и удобнее проверять преподавателю.

Иногда встречается обратное задание

Пример 4
Записать сумму в свёрнутом виде с общим членом ряда
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Здесь нет какого-то четкого алгоритма решения, закономерность нужно просто увидеть.
В данном случае:
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Для проверки полученный ряд [image: image36.png]


 можно «расписать обратно» в развернутом виде.

А вот пример чуть сложнее для самостоятельного решения:

Пример 5
Записать сумму в свёрнутом виде с общим членом ряда
[image: image37.png]



Выполнить проверку, снова записав ряд в развернутом виде

Сходимость числовых рядов

Одной из ключевых задач темы является исследование ряда на сходимость. При этом возможны два случая:

1) Ряд [image: image38.png]


расходится. Это значит, что бесконечная сумма равна бесконечности: [image: image39.png]@ +ay +ay+a,as+




 либо суммы вообще не существует, как, например, у ряда
[image: image40.png]D = -14+1- 14114
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 (вот, кстати, и пример ряда с отрицательными членами). Хороший образец расходящегося числового ряда встретился в начале урока: [image: image41.png]Y @atD=3+5+7+

o



. Здесь совершенно очевидно, что каждый следующий член ряда больше, чем предыдущий, поэтому [image: image42.png]3+54+7+.=00



 и, значит, ряд расходится. Ещё более тривиальный пример: [image: image43.png]S =141+14

o



.

2) Ряд [image: image44.png]


сходится. Это значит, что бесконечная сумма равна некоторому конечному числу [image: image45.png]


: [image: image46.png]a+ay ta;+a, tas+




. Пожалуйста: [image: image47.png]S0 = 04040+, =
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  – этот ряд сходится и его сумма равна нулю. В качестве более содержательного примера можно привести бесконечно убывающую геометрическую прогрессию, известную нам ещё со школы: [image: image48.png]


. Сумма членов бесконечно убывающей геометрической прогрессии рассчитывается по формуле: [image: image49.png]T‘m
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, где [image: image50.png]


 – первый член прогрессии, а [image: image51.png]


 – её основание, которое, как правило, записывают в виде правильной дроби. В данном случае: [image: image52.png]


, [image: image53.png]


. Таким образом: [image: image54.png]


 Получено конечное число, значит, ряд [image: image55.png]


 сходится, что и требовалось доказать.

Однако в подавляющем большинстве случаев найти сумму ряда не так-то просто, и поэтому на практике для исследования сходимости ряда используют специальные признаки, которые доказаны теоретически.

Существует несколько признаков сходимости ряда: необходимый признак сходимости ряда, признаки сравнения, признак Даламбера, признаки Коши, признак Лейбница и некоторые другие признаки. Когда какой признак применять? Это зависит от общего члена ряда [image: image56.png]


, образно говоря – от «начинки» ряда. И очень скоро мы всё разложим по полочкам.

! Для дальнейшего усвоения урока необходимо хорошо понимать, что такое предел и хорошо уметь раскрывать неопределенность вида [image: image57.png]818



. Для повторения или изучения материала обратитесь к статье Пределы. Примеры решений. 

Необходимый признак сходимости ряда
Если ряд сходится, то его общий член стремится к нулю: [image: image58.png]


.
Обратное в общем случае неверно, т.е., если [image: image59.png]


, то ряд может как сходиться, так и расходиться. И поэтому этот признак используют для обоснования расходимости ряда:

Если общий член ряда не стремится к нулю, то ряд расходится
Или короче: если [image: image60.png]


, то ряд расходится. В частности, возможна ситуация, когда предела не существует вообще, как, например, предела [image: image61.png]lin (-1)"



. Вот сразу и обосновали расходимость одного ряда :)

Но гораздо чаще предел расходящегося ряда равен бесконечности, при этом в качестве «динамической» переменной вместо «икса» выступает [image: image62.png]


. Освежим наши знания: пределы с «иксом» называют пределами функций, а пределы с переменной «эн» – пределами числовых последовательностей. Очевидное отличие состоит в том, что переменная «эн» принимает дискретные (прерывные) натуральные значения: 1, 2, 3 и т.д. Но данный факт мало сказывается на методах решения пределов и способах раскрытия неопределенностей.

Докажем, что ряд из первого примера [image: image63.png]>(2n+D)
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 расходится.
Общий член ряда: [image: image64.png]



[image: image65.png]i a, = lim (22+7) =02 0




Вывод: ряд [image: image66.png]>(2n+D)
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 расходится, так как не выполнен необходимый признак сходимости ряда.

Необходимый признак часто применяется в реальных практических заданиях:

Пример 6
Исследовать ряд на сходимость [image: image67.png]o
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В числителе и знаменателе у нас находятся многочлены. Тот, кто внимательно прочитал и осмыслил метод раскрытия неопределенности [image: image68.png]818



 в статье Пределы. Примеры решений, наверняка уловил, что когда старшие степени числителя и знаменателя равны, тогда предел равен конечному числу.

Решаем:

[image: image69.png]T3




Делим числитель и знаменатель на [image: image70.png]



[image: image71.png]



Исследуемый ряд расходится, так как не выполнен необходимый признак сходимости ряда.

Готово.

